ECE1 Devoir maison n°16 2018-2019

Correction Devoir maison n°16

Exercice 1

Dans tout cet exercice, N désigne un entier naturel supérieur ou égal a 3. On dispose de deux urnes
opaques U; et Uy, d’apparence identique et contenant chacune N boules indiscernables au toucher.
L’urne U; contient (N — 1) boules blanches et une boule noire.

L’urne U, contient N boules blanches.

I. Une premiere expérience aléatoire

1. Si 'événement C est réalisé, on effectue les tirages dans l'urne U; qui contient une boule noire.
On note B; I’évenement "on tire une boule blanche au i-eme tirage" et N; I’événement "on tire une
boule noire au i-eme tirage'. On a alors

PCI(Y:j):PCI(BlﬂBgﬂﬂB],lﬂNj)

= Po,(B1) X Poyap, (B2) X ... X Poynpin..ng;_ ()
N_lxN_2><...><N_j+1>< 1
N SN _1 N—jt2 N—j+1

Apres simplification on a bien,

1

=¥

2. Lorsqu’on effectue des tirages dans I'urne Us qui ne contient que des boules blanches, on est stir
d’étre dans I'urne Uy que lorsque toutes les boules ont été tirées. Ainsi,

Po,(Y =j)=0si1<j <N -1

PC1(Y:])

et

Po,(Y =N) =1

3. (Cy, C) forme un systeme complet d’événement donc a I'aide de la formule des probabilités totales,

P(Y =j) = Po,(Y = j)P(Ch) + Pop (Y = j) P(Ca).

Sil<j<N,P(Y:j):pcl(y:j)P(Ol)+0:]1[x;
sij:N,P(Y:j):}VX;HX;
: 1,N
Bl Py )= 3, S
2+ﬁ si =N
4. On a :
N
E(Y) =3 jPY =j)
o
= > jP(Y =j)+ NP(Y =N)
j=1
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1 N2l N 1
E(Y)=— 4 — =
) oN 27T T
_(N—1)N>< 1 +N+1
- 2 ON = 2 2
_N-1 N1
4 2 2
Et donc
3N +1
E(Y) = =

II. Une seconde expérience aléatoire

1. T(2) = [2;+oo[ car il faut au moins deux tirages pour avoir obtenu au moins une boule blanche
et une boule noire.

2. Soit k > 2.

P(T=k)=P(BiNByN...NBy_1 N Ny) + P(NyN Na...O Ni_y N By).

Or les tirages s’effectuent ici avec remise donc les événements B; et INV; sont indépendants ; ainsi :
J )

P(T' = k) = P(B1)P(By) ... P(By—1)P(By) + P(N1)P(N2) ... P(Ni-1)P(B)
_(N-1\"'1 1NN -1
() v )

3. T admet une espérance ssi Y kP(T = k) converge absolument autrement dit ssi » kP(T = k)
converge car 1" est a valeurs positives.

Sous réserve de convergence,

+00 1 T N —1 k-1 N — 1t 1 k-1
KP(T = k) = — k() i k()
,;2 ( ) Nk; N N k; N

N

On reconnait ici des séries dérivées de séries géométriques qui convergent car

1
N’<1et‘ ’<1.

Ainsi, T" admet une espérance et

_N S
+N—1 N N
=N —1
+N—1
Ainsi,
E(T)= N + !
B N -1
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4.(a) On a

c’est-a-dire

P{U=1NT =2)= P(B;NNy)+ P(N; N By)
N—-11 1N-1

(b) Soit k > 3. Les événements étant indépendants

Et donc

5.(a) On a

PU=1NT =k)=P(N;N...0 Ny_1 N By)

1 N-1
T NELON

N -1
PU=1NT=k) = —

P([U:jm[T:jH]):(NN_l)]x]lV.

(b) P([U=j4]N[T =k]) =0sik #j+1car U = j signifie que 'on a obtenu j boules blanches
avant d’obtenir au moins une boule de chaque couleur donc nécessairement la j + 1 ieme est

noire donc 7' = 7 + 1.
6. PU=1)=PU=1NT=2) =

U et T ne sont pas indépendantes.

2(N —1)

donc P(U =1)P(T'=2) # P(U =1NT = 2). Ainsi,

7. U(Q2) = N*. Avec la formule des probabilités totales et le systéeme complet d’événements {(T" =

k),k € [2;400[} on a :

<HU:D:§§HU:1HT:m

2N —1) IXN-1
- N2 +kz=::3 Nk
Donc
20N —-1) N-1 1
P(U=1) =
U=U=""F "N 1-1n
2N —-1) 1
T T NT e
N — 1
et Vj > 2
N—-1\1
PU=j)=PU=jNnT=j+1)= —.
U=j)=PU=jnT=j+1)= (") 5
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Exercice 2

Partie I : Etude de la fonction f

1.

La fonction x — z est C* sur R et la fonction x — In(z) est C* sur |0, +oo[ donc f est de classe
C> sur |0, +oo[. Alors, pour tout x €]0, +o0o[, on a

, B _1_:16—1
fx)y=1 - = :

Par ailleurs,

li = li — lim 1 =
A S0 = g = Ji Inle) = oo

et, par croissances comparées,

lim f(z)= lim z (1 - Mm)) = +o00.

T—+00 r—r+00 €x

On en déduit le tableau de variations suivant :

T 0 1 +00

Signe de f'(x) - 0 +

—+00 —+00
Variations
de f \ /
1

On a montré précédemment que la fonction f est de classa C*, elle est donc de classe C? sur |0, +oo.
On a alors

iy = 222D
1
T

‘La fonction f est convexe.‘

Sur ]0,1[, la fonction f est continue, strictement décroissante et ses limites aux bornes sont +o0o
et 1. Il suit du théoreme de la bijection continue que f induit une bijection de ]0, 1] vers |1, +o0[.
Puisque 2 €]1, 400, il existe un unique réel a €]0, 1] tel que f(a) = 2.

De méme, sur |1, +ocf, la fonction f est continue, strictement croissante et limites aux bornes sont 1
et +00. Il suit & nouveau du théoréme de la bijection continue que f induit une bijection de |1, +o0o|
vers |1, +o0ol[. Puisque 2 €]1, 400, il existe un unique réel b €]1, +-o00[ tel que f(b) = 2.

Enfin, f(1) =1 # 2 et donc :

L’équation f(x) = 2 n’admet que deux solutions sur |0,+o00| : a €]0, 1] et b €]1, +o0].

On a
f(2)=2-In(2) = 1,3 < 2,
f4)=4—In(4) =4—-2In(2) = 2,6 > 2.
La fonction f étant continue sur [2;4], il suit du théoréme des valeurs intermédiaires qu’il existe

x € [2,4] tel que f(x) = 2. Par unicité de la solution a cette équation sur |1, +oo[, on a = = b et
donc :

b e [2;4].
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Partie II : Etude d’une suite

1. Montrons, par récurrence sur n € N, que la suite (u,),en est bien définie et que l'on a : Vn €
N, u, € b, +ool.
Initialisation : Si n = 0, on a ug = 4 de sorte que ug est bien défini et ug =4 > b d’apres 3.
Hérédité : Soit n € N tel que u, est défini et u,, > b. Alors u,, > 0 donc u,;; = In(u,) + 2 est bien
défini. En outre, par croissance du logarithme, In(w,) > In(b) = b — 2, la derniére égalité provenant
du fait que 2 = f(b) = b — In(b). Ainsi, up+1 > b— 242 =b et donc u,1 € [b, +00l.
En conclusion,

‘Vn € N, u,, existe et u,, > b.‘

2. Soit n € N. On a

U1 — Uy = In(uy) + 2 — uy,
=2 — (up, — In(uy))

Mais u, > b d’apres 4 et f est croissante sur [b, +00[C [1, +oo] d’apres 1. Ainsi, f(u,) > f(b) =2
et donc

Upt1 — Uy <2 —=2=0.
Ainsi,

(Un )nen est décroissante.

La suite (u,)nen étant minorée par b d’apres 4, elle converge vers une limite ¢ > b.
En passant a la limite dans la relation wu,,; = In(u,) + 2 et en utilisant la continuité du logarithme,
il vient

C=1n(l)+2
ou encore

1) =2.

Par unicité de la solution de 'équation f(z) =2 sur |1,+o0[, on a £ = b.
En conclusion,

3. (a) Considérons la fonction g définie sur [b, +o0o[ par g(x) = In(z) + 2. C’est une fonction dérivable
et, pour tout > b, on a

1
/ P
glx)=—.
Alors, puisque b > 2, on a :
1 1 1
Vo >b ") ==-< =< =
z2b |f@l=—<7<3
En outre, g(b) = In(b) + 2 = b et, pour tout n € N, g(u,) = tp41

La suite (u,) convergeant vers b en décroissant, il suit de I'inégalité des accroissements finis que,
pour tout n € N,

Unp1 — b= |un+1 - b|

= |g(un) — g(b)]
1
< %‘un — bl

Ainsi,
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(b)

VneN, wu,.1—0< %(un —b).

La suite (u,) convergeant en décroissant vers b, on a déja

vneN, 0<wu,—0>.

1
Montrons alors par récurrence sur n € N que u,, — b < 1

Initialisation : Pour n = 0, puisque b € [2;4] d’apres 3, il vient

1 1
w—b=4-b<4-2=0= = o
Hérédité : Soit n € N tel que u,, — b < ST Alors, il suit de 6.a que
1
Upt1 — b < §(un_b)
1 1
< - X
=9 % gn
B 1
T ot1)-1°

Ainsi,

VneN, 0<u,—b< 5.

Nous proposons la fonction suivante :

function u = suite(n)
u=4

for i=1:n

. u = log(u)+2

end

endfunction

o Ok W N~

Nous nous appuyons ici sur la question 4.a :

function b = valeur_approchee(epsilon)
. n=20

. while (1/27(n-1) > epsilon)

. n =n+l

end

. b = suite(n)

endfunction

~N O O WN -
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Partie III : Etude d’une fonction définie par une intégrale

1. La fonction t — f(¢) est continue et ne s’annule pas sur |0, +00[, elle y admet donc une primitive
que l'on note G. On a alors :

vV €]0,+00], @(z)=G(2z) — G(z).
Il s’ensuit que ® est dérivable sur |0, +oo[ et que, pour tout x €0, +o0o[, on a :

' (z) = 2G'(2x) — G'(x)

__ 2 b
- f@2) f@)
B 2 R
2z —In(2z)) (2 —In(2))
2(z — In(z)) — (22 — In(22))
(22 — In(2z))(x — In(x))
2 — 2In(x) — 2z + In(2x)

(22 — In(2z))(x — In(x))
_ —2In(x) 4+ In(2) + In(z
(22 — In(2z))(z — In(x)

)
7

Ainsi,

In(2)—In(x
Vz €0, +oof, P'(z) = (2x_1ng)m))(a;(—)1n(x))'

2. Soit z €]0, 4+00[. On a
r—In(x)=f(z) >0 et 22 —1In(2z)= f(2z) >0

donc @'(z) est du signe de In(2) — In(x), d’ou le tableau de variations :

x 0 2 +00
Signe
de ®'(z) + 0 B
3
Variations \
de ¢
-1
1
3. Pour tout ¢t > 0, il suit de 1 que f(¢) > 1 donc 0 < m < 1. Ainsi, par croissance de l'intégrale :
2z ] 2x
Ve>0, 0<®(z)= —— dt < ldt=(2x—1z)==x.

= f(t)

En conclusion,

Ve >0, 0<®(x)<uz

4. (a) En appliquant le théoreme d’encadrement a I'inégalité trouvée en 10, on obtient

lim &(x) = 0.

z—0t

Ainsi,
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® est prolongeable par continuité en 0, avec ®(0) = 0.

(b) Soit z > 0. On a
—In(z) 1

j— \

20t (—In(2))(—In(2z))  In(2z) a0t

()

Ainsi,

o' (x) — 0.
z:0t

5. On commence par observer que l'on a les éléments caractéristiques suivants :
— Une asymptote horizontale d’équation y = In(2) en +o00;
— Une tangente horizontale au point (2, ®(2));
— Une (demi-)tangente horizontale au point (0, ®(0)).
On obtient alors un graphique ayant I’allure suivante (celui-ci ayant été réalisé numériquement avec
Scilab) :

Exercice 3

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
On considere une urne U contenant n boules numérotées de 1 a n et indiscernables au toucher.
On effectue une suite de tirages d’une boule avec remise de la boule dans 'urne U.

Pour tout entier k£ supérieur ou égal a 1, on note Z; la variable aléatoire égale au nombre de numéros
distincts obtenus au cours des k premiers tirages et on note E(Zy) 'espérance de Zj.

Partie I

1. En faisant un seul tirage, on obtient forcément un seul numéro.

Donc ’ Z, est la variable aléatoire certaine égale a 1 ‘ Dou |E(Z) =1}

En faisant 2 tirages, on peut obtenir soit 2 numéros différents, soit 2 fois le méme numéro. L’évé-
nement Z, = 1 signifie qu’au deuxieme tirage, on retire la méme boule qu’au premier tirage, ce qui

1
a une probabilité — d’arriver. On a donc P(Zy = 1) = —.
n n
. 1 n-1
On a donc également P(Z; =2) =1— — = :
n n

Probabilités, Etude de fonctions M Leboucher
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On peut résumer dans un tableau :

5 1] 2
1 n—-1
P(Zy =) | -
(2 Z> n n
1 1 o —1 1
Onadone B(Z) =~ x 1+ = x2 ie|B(Z)="""=2_"~|,
n n n n

2. (a)

[’événement Z = 1 signifie qu’on tire k fois la méme boule. Il y a n possibilités (soit on tire
toujours la boule n° 1, soit toujours la boule n°2, ... | soit toujours la boule n°n). Or, en tout,
il y a n* suites de tirages possibles (n possibilités pour chacun des k tirages). Comme il y a
équiprobabilité, on en déduit :

n 1

nk nk-1

P(Z, =1)

Pour I'événement 7, = k, on distingue deux cas :
— Si k > n, on ne peut obtenir au maximum que n résultats différents. Donc I’événement
Z, = k est impossible :

sik>n

P(Zy=k)=0

< n, on dénombre. L’événement 7, = k signifie qu’on a tiré des boules toutes différentes.

Ilya

(n —k)!
n—1 pour la deuxieme (qui doit étre différente de la premiere), ... , puis n—k+1 pour la k-ieme
(qui doit étre différente des k—1 premieres). Ce qui fait en tout nx (n—1)x...x(n—k+1) =

n!
' possibilités. Et en tout, il y a toujours n* suites de tirages possibles. D’otl :

(n—k)

possibilités pour cela. En effet, il y a n possibilités pour la premiere boule, puis

n!

Soit ¢ € [1;n]. L’événement Z;,; = ¢ signifie qu’en faisant k + 1 tirages, on obtient £ numéros

différents. Et ceci peut se produire de deux manieres différentes :

— Soit on avait déja ¢ numéros différents apres k tirages, et on a tiré au (k + 1)-ieme tirage un
numéro qu’on avait déja tiré précédemment.

— Soit on avait ¢ — 1 numéros différents apres k tirages, et on a tiré au (k 4 1)-iéme tirage un
des n — (¢ — 1) numéros qu’on n’avait encore jamais tirés.

D’ou :

P(Zk+1 - g) = PZkZK(Zk—‘rl - g)P(Z]C - g) + PZkZE—l(Zk+1 = g)P(Zk = g - 1)

(-1
~Lpz =+ 2 U pg
n n
Ce qui donne bien :
l —(+1
P(Zin =) = —P(Z = )+ ”TP(Zk — (1)

Probabilités, Etude de fonctions M Leboucher
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(¢) On calcule E(Z;11) en se servant de la question précédente :

E(Zk+1) - ZKP(Zk'Fl - 6)
=1
e ln—0+1
Sy Pz =+ = D pz 1) (daprés la question précédente)
=n n
(2 " l(n—LC+1
S Cpz— ey D g
=1 " =1 n
n 62 n—1 (. 1 s
=) EP<Z]€ =/0)+ WP(Zk =j) (changement d’indice j = ¢ — 1)
=1 Jj=0
n_ g2 L+ 1)(n—j .
=Y —P(Z =0+ U )n D p(ze = ) (car P(Z = 0) = 0)
(=1 j=1
I & 1= o :
=D CP(Zy =0+ > (=5 +nj—j+n)P(Z = j)
= =
1n 2 171—1'2 . n_ln_l. .
==Y CP(Zy=0)— =3 j*P(Zy=j)+ —— > jP(Z =)
[t =1 o=
n—1
+iyp (Zr =) (on développe la deuxiéme somme)
n =

Or, les deux premieres sommes se simplifient : il ne reste que le terme ¢ = n de la premiere

somme :
1 ) n— 1 n—1 ‘ . n—1 .
E(Zyy1) = - xn“P(Zy =n)+ Z]P(Zk =J)+ Z P(Zy, = j)
j=1 j=1
n—1 n—1 n—1
=nP(Z,=n)+ S jP(Zr=34)+>_ P(Z, =)
s =1

Z (Zi = j) + >_P(Zr = j). (si on isole le terme j = n dans

7=1 7j=1

Or, ceci est égal a

chaque somme, on retombe bien sur ce qui précede). Comme Z JP(Zy = j) = E(Z) et
j=1

Z P(Z; = j) =1, on en déduit :

J=1

n—1

BE(Zp) = BE(Z) +1

3. (a) Pour tout k> 1, 0on a :

V41 = E(Zk:-H) —-—n

-1
_n E(Z;)+1—n (d’apres la question précédente)
n

:n;IE(Zk)—(n—l)
-
:n—lvk
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On en déduit que (vg)g>1 est une suite géométrique de raison "T’l

k-1
(b) On déduit de la question précédente que pour tout k > 1, v = vy (”T_l) .Or, vy = E(Z))—n =
1 —n.

Donc, pour tout £ > 1 :

n
k
Or, E(Zy) = n+ v Donc E(Z;) =n—n (”T_l> , ce qui donne bien :

E(Z) = n (1 _ (”; 1)k)

Partie 11

1
Donc ici | P(Z, = 1) = =

En tirant des boules numérotées de 1 a 4 on ne pourra jamais obtenir strictement plus que 4 nu-
méros différents. Donc ‘ P(Zy>5)=0 ‘

L. Onavuaul2.(a) que P(Zy =1) = ——.
n

2. L’événement 7, = 2 signifie qu'on tire exactement 2 numéros différents au cours des k tirages. On
dénombre : il y a (;L) = 6 paires de numéros possibles. Et une fois les 2 numéros fixées (appelons-les

a et b), il y a 2¥ — 2 suites de tirages possibles oll on tire exactement ces 2 numéros. En effet, il
y a 2 possibilités pour chacun des k tirages (soit on tire le numéro a, soit le numéro b). Ce qui
fait 2% possibilités, auxquelles il faut en enlever 2 : « on tire uniquement le numéro a » et « on
tire uniquement le numéro b » (sinon Z, = 1). Comme le nombre total de possibilités est 4% (4
possibilités & chacun des k tirages) :

2k — 2
4k

P(Zy=2) =6

Remarque : On pouvait aussi le faire sans dénombrement. En effet, d’apres le I1.2.(b), avec { = 2
d’aprés la question précédente. Ceci permet alors de démontrer la formule par récurrence sur k.

3. (a) L’événement [Z) < 3| signifie qu’au moins une des 4 boules n’est jamais tirée au cours des k
premiers tirages, c’est-a-dire :

[Z <3| =A1UAUA3U Ay
D’apres la formule du crible, on a donc :
P(Zy < 3) = P(Ay) + P(Ay) + P(As) + P(Ay) — P(A; N Ay)
— P(AiNA3) — P(AiNAy) — P(Ay N A3)
— P(Ay N Ay) — P(A3N Ay) 4+ P(A1 N Ay N Ag)
+ P(A; N Ay N Ay + P(A1 N A3 N Ay)
+ P(AsNA3sNAy) — P(AiNAyNA3N Ay)

Probabilités, Etude de fonctions M Leboucher
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Or, P(Ay) = P(Ay) = P(A3) = P(Ay) car les boules jouent toutes le méme role. De méme, les
probabilités des 6 intersections 2 a 2 sont égales, et les 4 probabilités d’intersections 3 a 3 aussi.
Donc :

P(Zy < 3) = 4P(A;) — 6P(A; N Ay) + 4P(A; N Ay 1 Ag) — P(A; N Ay N A3 N Ay)

Comme P(A; N AyNA3N Ay) =0 (on est obligé de tirer au moins une des 4 boules), on a :

L’événement A; signifie qu’a chaque tirage, on tire la boule 2 ou la boule 3 ou la boule 4, ce
qui fait 3* suites de tirages possibles (3 possibilités pour chacun des k tirages). Comme il y a en
3k
47 .
De méme, I'événement A; N A, signifie qu’a chaque tirage, on tire la boule 3 ou la boule 4, ce
2k 1
qui fait 2% suites de tirages possibles. D’oti | P(A; N Ay) = ok
Enfin, 'événement A; N Ay N Ajs signifie qu’on tire la boule numéro 4 a chaque tirage, ce qui fait
1 suite de tirages possibles.

tout 4* suite de tirages possibles, on en déduit que | P(A;) =

1
D’ou P(A1 ﬂAQ ﬂAg) = E

D’apres les deux questions précédentes, on a :

On en déduit :

P(Zy=3)=P(Z, <3)— P(Zy =2) — P(Zy = 1)
4.3F—6.2+4  2k_2 4
- Ak —6 4k 4k

Ce qui donne :

4.3"—12.28 412 3F-3.2"4+3

P(Zk - 3) - 4k - 4k—1

Enfin, comme Zj, est toujours inférieur ou égal a 4, on a P(Z, = 4) =1 — P(Z; < 3), ce qui
donne :

4k — 4.3k 46.2F—4
4k

P(Zy=4) =
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